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Abstrakt

Dies ist eine deutsche Ubersetzung des Abschnittes 2 von ” From Elas-
tica to floating bodies of equilibrium”[I]. Ein kurzer historischer Abriss
der Kurven, die bei den zweidimensionalen schwimmenden Kérpern im
Gleichgewicht und dem Radspurproblem auftreten, wird gegeben. Bor,
Levi, Perline and Tabachnikov fanden, dass sie bereits als Elastica von
Bernoulli und Euler and als FElastica unter Druck oder als Eingedellte
Ringe von Levy und Halphen angegeben wurden. Auerbach beobachtete,
dass Zindler die Kurven fiir das Problem der schwimmenden Koérper im
Gleichgewicht angegeben hatte. Eine noch gréfiere Klasse von Kurven 16st
das Radspurproblem.

Die folgenden Abschnitte, die hier nicht wiedergegeben werden, behan-
deln ergdnzende Einzelheiten: Mehrere Herleitungen der Gleichungen fiir
die Elastica und Elastica unter Druck werden gegeben. Eigenschaften der
Zindler Kurven und einige Arbeiten iiber das Problem der schwimmenden
Korper im Gleichgewicht durch andere Mathematiker werden betrachtet.
Spezielle Félle der Elastica unter Druck reduzieren sich auf algebraische
Kurven, wie Greenhill gezeigt hat. Da die meisten Kurven, die hier betra-
chtet werden, Radspurkurven sind, werden einige Bemerkungen zu diesen
hinzugefiigt.

1 Einleitung

Miklés Rédei fiihrt in seinem Papier ”On the tension between mathematics and
physics”[42] (Uber die Spannung zwischen Mathematik und Physik) das ”Super-
markt Bild” der Beziehung von Mathematik und Physik ein: dass Mathematik
wie ein Supermarkt und Physik ihr Kunde sei.

Als Auerbach 1938 das Problem der Schwimmenden Koérper im Gleichge-
wicht[2] fiir die Dichte p = 1/2 16ste, konnte er in den Supermarkt "Mathematik’
gehen und fand die Losung in Form der Zindlerkurven[63].



Als ich tber dieses Problem fiir Dichten p # 1/2 nachdachte, fand ich eine
Differentialgleichung, ging zum Supermarkt und fand die elliptischen Funktio-
nen als Zutat fiir die Losung. Aber in dem riesigen Supermarkt fand ich nicht
das Endprodukt. Spéter zeigten mir Bor, Levi, Perline, and Tabachnikov[7]
das Regal, wo die Begrenzungskurven schon im 19. Jahrhundert als Elas-
tica unter Druck hingestellt worden waren. Der lineare Grenzfall, den ich
auch betrachtet hatte, war schon im 17. Jahrhundert als Elastica von Jakob
Bernoulli[4, 5] und im 18. Jahrhundert von Leonhard Euler[14] bereit gestellt
worden. Gliicklicherweise hat gute Mathematik kein Verfalldatum.

Abschnitt 2 bringt einen kurzen historischen Uberblick der Kurven und
ihrer Anwendungen unter den Namen FElastica und Elastica unter Druck oder
Eingedellte Ringe. Diese Kurven, bekannt seit dem 17. und 19. Jahrhun-
dert, zuerst als Losungen elastischer Probleme, sind auch als Losungen etlicher
anderer Probleme aufgetreten, insbesondere als Berandungen zweidimensionaler
Korper, die in allen Orientierungen im Gleichgewicht schwimmen kénnen; dieses
letztere Problem wird auch durch Zindler-Kurven gelGst.

Diese Klassen von Kurven liefern Losungen des Radspurproblems. Bei diesem
Problem sucht man Spuren des Vorder- und des Hinterrades eines Fahrrades,
die einem nicht erlauben, zu entscheiden, in welche Richtung das Rad fuhr,
d.h. die Spuren sind fiir beide Richtungen gleich. Die Kurven, die die Spuren
des Vorderrades und des Hinterrades wiedergeben, sind die Begrenzung und die
Einhiillende der Wasserlinie des schwimmenden Korpers im Gleichgewicht.

Die folgenden hier nicht wiedergegebenen Abschnitte bringen einige ergén-
zende Details.

2 Historischer Uberblick

In diesem Papier betrachten wir eine Klasse ebener Kurven, die in iiberraschend
vielen verschiedenen physikalischen und mathematischen Problemen auftreten.
Diese Kurven sind nicht allgemein bekannt, da sie durch elliptischen Funktio-
nen dargestellt werden, obwohl spezielle Fille durch elementarere Funktionen
ausgedriickt werden.

2.1 Die Kurven

Diese Kurven treten in zwei Varianten auf; in der linearen Form geniigen sie in
kartesischen Koordinaten (z,y = y(x)), ¥’ = dy/dz der Gleichung
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beschrieben mit r = 7(¢) und r' = dr/d¢. Gleichung (1) gibt die Kriimmung k,
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Aus (2) erhalten wir die Kriimmung
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Wir driicken die Polarkoordinaten durch kartesische Koordinaten aus und ver-
schieben y um ro,

rcos¢g =ro+y, rsing ==zx. (5)
Dann lautet (4)
k = 4ary + 8argy + 4a(z?® + y*) +b. (6)
Wenn wir nun
b= —2ary, a=a/(4ro), (7

wéhlen und den Limes rg — oo durchfiihren, dann lautet Gleichung (6)
K = 2ay, (8)

welches die lineare Form (3) ist. Daher ist die lineare Form ein Grenzfall der
zirkularen Form, wobei der Radius ry gegen unendlich geht.
Die Gleichung der Kurven kann koordinaten-unabhéngig formuliert werden,

26" + K3 —pk — 0 =0, (9)

wobei der Strich nun die Ableitung beziiglich der Bogenlénge angibt. Multip-
likation mit x' erlaubt die Integration,
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Der Koeflizient o verschwindet im linearen Fall. Die Herleitung wird offen-
sichtlich, wenn wir die physikalischen und/oder mathematischen Probleme for-
mulieren, die durch die Kurven gelost werden. Aber die Beziehung zwischen den
Gleichungen (1, 2) und Gleichungen (9, 10) kann auch direkt gegeben werden.[7]

2.2 Lineare Elastica

Die linearen Kurven finden sich in den FElastica. Die Frage ist: Wie biegt sich
ein elastischer Draht (oder Stab) gegebener Lange? Er kann an beiden Enden
befestigt sein und die Richtungen des Drahtes an beiden Enden ist gegeben, oder
er ist an einem Ende befestigt und am anderen Ende beladen. Die Verbiegung
unter Belastung wurde schon im 13. Jahrhundert von Jordanus de Nemore
betrachtet, um 1493 von Leonardo da Vinci[3], 1638 von Galileo Galilei, und
1673 von Ignace-Gaston Pardies.[37, 53] Allerdings erhielten sie keine korrekten



Ergebnisse.[37, 52] Jakob (James) Bernoulli, der Hookes Ideen folgte, erhielt
eine korrekte Differentialgleichung unter der Annahme, dass die Kriimmung
dem Drehmoment proportional sei, und 16ste sie teilweise 1691-1692.[4],

dy x? 1
PPy et (11)

Huygens[31] argumentierte 1694, dass das Problem eine grofiere Vielfalt von
Losungen habe und skizierte mehrere. Die allgemeinenere Differentialgleichung
gab Bernoulli[5] 1694-1695 an,

d 2+ ab
b= === (12)
dz \/a* — (22 + ab)?
Diese Gleichung gibt
1 2+tab
=222, (13)
1+ (3—5)2 a
welches Gleichung (1) mit 2 und y ausgetauscht und einer anderen Notation fir
die Konstanten ist. Jakob Bernoulli stellte auch fest ”... unter allen Kurven

gegebener Linge, die von einer geraden Linie begrenzt sind, ist die elastische
Kurve diejenige, fiir die der Schwerpunkt der eingeschlossenen Flache von der
Linie am weitesten entfernt ist, so wie die Kettenlinie diejenige ist, deren Schwer-
punkt am weitesten entfernt ist ...”[5]. So fand er, dass der Querschnitt eines
Wasservolumens in einem Tuch unterhalb der Wasseroberfliche von der elasti-
schen Kurve begrenzt ist.

1742 schlug Daniel Bernoulli (Neffe von Jakob) in einem Brief an Leonhard
Euler vor, dass die potentielle Energie eines gebogenen Stabes proportional dem
Integral des Quadrats der Kriimmung k integriert iiber die Bogenlinge s des
Stabes [dsk? sei. In einer Arbeit von 1744 verwendete Euler[14] Variations-
Techniken, das Problem zu losen. Er fand Gleichung (12), klassifizierte die
Losungen, diskutierte die Stabilitdt, und bemerkte, dass die Kriimmung pro-

portional zu z ist, .,
2z
K= (Hyyw =5 (14)

Diese Eigenschaft spielt bei mindestens zwei anderen physikalischen Phéno-
menen eine Rolle:

1807 untersuchte Pierre Simon Laplace[36] die Form von Kapillaren. Die
Oberflache einer Fliissigkeit eingeschlossen zwischen zwei parallelelen senkrechten
Platten geniigt auch Gleichung (14), da die Differenz des Drucks innerhalb und
aulerhalb der Fliissigkeit proportional zur Kriimmung der Oberflache ist.

Ladungen in einem linear anwachsenden magnetischen Feld bewegen sich
auf Grund der Lorentzkraft auf Trajektorien mit einer Kriimmung proportional
zum magnetischen Feld und daher auch auf Trajektorien gegeben durch elas-
tische Kurven. Ohne dieser Aquivalenz gewahr zu sein, diskutierten sie Evers,
Mirlin, Polyakov und Wolfle in ihrer Arbeit {iber die halbklassische Theorie des
Transports in einem Zufalls-Magnetfeld.[15]
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1859 fiihrte Kirchhoff[33] ein kinetisches Analogon ein, indem er zeigte, dass
das Problem der elastischen Kurven mit der Bewegung eines Pendels verkniipft
ist. Es sei

Z =cosf, y=sinb, (15)

wobei der Punkt die Ableitung beziiglich der Bogenlénge s angibt. Dann erhalt
man )
0=k, vy =tanb. (16)

Unter Verwendung von Gleichungen (3) und (1) erhalt man
6% = 4a®y® = 4a(cos b — b). (17)

Multiplikation mit mr? /2 (mit m fiir die Masse und r fiir die Léinge des Pendels)
und einer entsprechenden Wahl der Konstanten a und b, ergibt

mr?

792 —mgrcosf = E. (18)
Dies ist die Energie eines Pendels, wenn wir die Zeit ¢ fiir den Bogen s in der
Ableitung substituieren. Daher ist 6(¢) die Zeitabhingigkeit des Winkels des
Pendels gegen seine tiefste Lage. Die periodische Bewegung ist offensichtlich.
Angenommen q ist positiv. Dann schwingt das Pendel fiir —1 < b < 1 in einem
endlichen Interval —6y < 6 < +6,. Dies sind die schwingenden (inflectional)
Losungen. Wenn b < —1 ist, dann bewegt sich das Pendel iiber den hochsten
Punkt # = 7 (Uberschlag). Dies sind dann die umlaufenden (non-inflectional)
Losungen. Der Grenzfall b = —1 fiihrt auf die aperiodische Losung (unendliche
Periode).

Einige Beispiele elastischer Kurven werden in den Abbildungen 1 bis 3 gezeigt.
Die ersten beiden Reihen der Abb. 1 zeigen Kurven, bei denen sich das Pen-
del {iber den hochsten Punkt bewegt. Die dritte Reihe zeigt den aperiodischen
Grenzfall b = —1. Die Kurve wird Syntractrix von Poloni genannt (1729).
Die letzte Reihe der Abb. 1 und die Abbildungen 2 und 3 zeigen die schwin-
genden periodischen Losungen, die den héchsten Punkt nicht erreichen. Dies
ergibt eine grofle Vielfalt von Formen einschliefflich der Acht in der Mitte von
Abbildung 2, Lemnoid genannt. Die zweite Figur in Abb. 3 entspricht dem
Fall, in dem sich das Pendel bis zur horizontalen Lage bewegt. Dies ist die
rechteckige elastische Kurve. Das Pendel schwingt unterhalb der horizontalen
Position in den letzten zwei Reihen der Abbildung 3. In allen Fillen zeigen die
Kurven Gleichgewichtslagen des elastischen Drahts. Allerdings entsprechen nur
hinreichend kleine Kurvenstiicke einem stabilen Gleichgewicht oder sogar dem
absoluten Minimum der potentiellen Energie.

Rechteckige Elastica als Roulette von Hyperbeln The rechteckige
elastische Kurve ist der Ort des Zentrums einer rechteckigen Hyperbel, die ohne
abzurutschen auf einer Geraden abrollt. Der obere Zweig der Hyperbel wird in
Figur 4 in zwei verschiedenen Orientierungen gezeigt. Der Mittelpunkt zwischen
den Zweigen liegt auf der blauen rechteckigen Linteria. (Sturm 1841, see [16],
Greenhill 1892 [23]).



Die Hyperbeln werden in magenta
gezeigt, ihre Asymptoten in schwarz.
Die Vertizes der beiden Zweige sind
durch eine magenta Linie verbunden.

Abbildung 4: Rechteckige Elastica als Roulette von Hyperbeln

Ein exzellenter Uberblick iiber die Geschichte der Elastica mit vielen Fi-
guren gibt Raph Levien.[37] Auch Todhunter[52] und Truesdell[53, 54] geben
Uberblicksartikel der Geschichte der Elastizitét. Viele Einzelheiten findet man
in der Abhandlung von Love[39] {iber die Mathematische Theorie der Elas-
tizitat. In seiner Doktorarbeit[8] (1906) untersuchte Max Born elastische Dréihte
in der Ebene und auch in drei Dimensionen theoretisch und experimentell. Die
Losung von Gleichung (1) oder dquivalent von Gleichungen (11, 12) wurde von
Saalschiitz[44] 1880 mittels elliptischer Funktionen gegeben. Die elliptischen
Funktionen wurden von Abel und Jacobi vor allem in den Jahren 1826 bis 1829
in mehreren Artikeln in Crelles Journal entwickelt.[12]. Abel starb 1829, Ja-
cobi verdffentlichte sein grundlegendes Werk im gleichen Jahr.[32] Die expliziten
Lésungen werden hier nicht angegeben. Sie kénnen z.B. in Abschnitt 263 von
[39], in Abschnitt 13 von [37] und in Ref. [60, 61] gefunden werden. Ingenieure
bezeichnen mit der 'Bernoulli-Euler Balken-Theorie’ oft Naherungen, in denen
der Balken nur schwach gebogen ist.[62]

2.3 Elastica unter Druck (eingedellte Ringe)

Bis jetzt betrachteten wir Elastica, auf die nur an den Enden Kréfte wirkten.
Ein allgemeineres Problem betrachtet elastische Drihte, auf die Krifte entlang
des Bogens wirken. Maurice Lévy beobachtete 1884[38], dass sich in dem Fall,
in dem eine konstante Kraft P pro Bogenldnge senkrecht auf den Draht wirkt,
die Differentialgleichung (2) ergibt. Er zeigte, dass dieses Problem mittels el-
liptischer Funktionen gelost werden kann und fand zwei Arten von Ldsungen.
Sie werden eingedellte Ringe genannt, wenn der Draht geschlossen ist. Die
Einschrankungen sind dquivalent denen, bei denen der Umfang und die Fléiche
innerhalb des Ringes gegeben sind. Halphen arbeitete die Ergebnisse im selben
Jahr im Detail aus[27] und fiihrte sie in seinem ’Traité des fonctions elliptic et
de leurs applications’[28] aus. Einige Elastica unter Druck werden in Abbildung
5 gezeigt. Thre Symmetrie ist durch die Dieder-Gruppen D, mit p = 2,3,3 in
der ersten Reihe, p = 4,4,5,5 in der zweiten Reihe und p = 5,5, 6 in der dritten



Reihe gegeben. Alle sind Losungen der Gleichung (2). Wahrend jene in der er-
sten und zweiten Reihe als deformierte Kreise angesehen werden koénnen, zeigen
jene in der dritten Reihe Doppelpunkte. Ahnlich wie fiir die Elastica zeigen die
Kurven Gleichgewichts-Konfigurationen. Aber oft sind nur kleine Stiicke davon
im stabilen Gleichgewicht.
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Abbildung 5: Beispiele von Elastica unter Druck (eingedelle Ringe)

Greenhill[24] betrachtete 1899 dasselbe Problem und suchte besonders Kur-
ven, die durch pseudo-elliptische Funktionen ausgedriickt werden. Daher sind
einige Losungen algebraische Kurven. Das einfachste Beispiel auler dem Kreis

ist gegeben durch
r3 = a® cos(3¢) (19)

in Polarkoordinaten (r, ¢) mit der Kriimmung
k= 4r?/a®. (20)
In kartesischen Koordinaten (z,y) hat es die Form
(x? +9*)® = a®z(2? — 3y?). (21)

Diese Kiepert-Kurve (W. Roberts und L. Kiepert 1870, siehe [16]) sieht wie ein
Kleeblatt aus und wird in Abb. 6 gezeigt.



Abbildung 6: Kiepert-Kurve r® = a3 cos(3¢)

Flachenbeschriankte ebene Elastica in der Biophysik

Biologische Zellen haben gewohnlich konstantes Volumen und konstante Ober-
flache. Thre Form ist in erheblichem Umfang durch das Minimum der Mem-
branenergie bestimmt, siehe z.B. Helfrich[29] and Svetina and Zeks[49]. Das
zwei-dimensionale Analogon wurde von Arreaga, Capovilla et al.[1, 11] und von
Goldin et al.[22] betrachtet. Da Druck und Fliche konjugierte Grofen sind, sind
die Formen durch die der Elastica unter Druck gegeben. Jetzt sind natiirlich
konstante Flache und konstante Lénge der begrenzenden Kurve gegeben. Die
Autoren beziehen sich zur Bestimmung der Form auf die Lagrange Gleichungen
(9, 10) wie sie von Langer und Singer fiir Elastica[35] und fiir eingedellte Ringe
[34] angegeben wurden, siehe auch die Referenzen [7, 47]. Die Gleichungen fiir
die Elastica unter Druck kann man auch durch Betrachten der Krifte und Mo-
mente in den Staben erhalten.[51] Die Losung der Gleichung (2) fiir eingedellte
Ringe mittels elliptischer Funktionen kann man in [38, 27, 28, 24] und in [60, 61]
nachlesen. Referenz [61] enthalt weitere Figuren.

2.4 Schwimmende Korper im Gleichgewicht
2.4.1 Ulam’s Problem in zwei Dimensionen

Die in den vorhergehenden Unterabschnitten erwdhnten Kurven treten in zwei
anderen Problemen auf, dem Problem der Schwimmenden Kérper im Gleichge-
wicht und dem Radspurproblem. Das erste dieser Probleme geht auf Problem
19 von Ulam[55] im Schottischen Buch zuriick: ”Ist ein Festkorper konstanter
Dichte, der in Wasser in jeder Orientierung schwimmt, eine Kugel?” Die zwei-
dimensionale Version dieses Problems bezieht sich auf einen zylinderférmigen
Klotz konstanter Dichte p, der im Wasser in jeder Orientierung mit seiner Achse
parallel zur Wasseroberflache im Gleichgewicht schwimmt. Gesucht ist ein Quer-
schnitt senkrecht zur Achse, der vom Kreis verschieden ist.

Die Dichte des Klotzes sei p (genauer gesagt, p ist das Verhéltnis der Dichte
des Klotzes zu der der Fliissigkeit). Die Flidche des Querschnitts sei A, die des
Teils oberhalb und unterhalb der Wasserlinie seien A; and As. Dann verlangt
das Gesetz des Archimedes

Ar=(1-p)A, 45 =pA. (22)



Der Abstand des Schwerpunktes des Querschnitts oberhalb der Wasserlinie sei
hi, der unterhalb der Wasserlinie hs, die Lange des Klotzes sei L. Dann ist die
potentielle Energie

p(L = p)ALg(h1 + h2). (23)

Daher ist h; + hy konstant. Die Linie, die die zwei Schwerpunkte miteinender
verbindet, muss senkrecht zur Wasserlinie liegen. Drehung um einen infinitesi-
malen Winkel ergibt, dass die Lange der Wasserlinie 2/ der Beziehung

2 3 1 —
el (A—l + A—2> = hy + hy (24)

geniigt. Daher hangt die Lange der Wasserlinie nicht von der Orientierung des
Klotzes ab. Die Bedingung, dass die Flache unterhalb der Wasserlinie und die
Lange der Wasserlinie konstant sind, impliziert, dass der Anteil des Umfangs
unterhalb der Wasserlinie konstant ist. Sie impliziert auch, dass die Einhiillende

der Wasserlinien durch die Mittelpunkte der Wasserlinien gegeben ist.
Dieses zwei-dimensionale Problem hat viele Mathematiker angezogen.

Abbildung 7: Unterer Teil der Begrenzung (schwarz) des schwimmenden
Korpers

Die Wasserlinien PyQp und P; @, sind blau und cyan. Die Mittelpunkte Ng und
N liegen auf der Einhiillenden (rot) der Wasserlinien.

2.4.2 Dichte p=1/2

Es gibt eine grofie Klasse von Losungen fiir p = 1/2. Die Losungen beziehen
sich nicht auf die Elastica, aber es ist es Wert, sie zu erwidhnen. Grundsétzlich
wurden diese Losungen von Zindler[63] gefunden, obwohl er dieses physikalische
Problem nicht betrachtete, aber er fand konvexe Fliachen mit der Eigenschaft,
dass Sehnen zwischen zwei Punkten auf der Begrenzung, die den Umfang hal-
bieren, konstante Lange 2] haben und gleichzeitig die Flache halbieren. Sie
konnen parametrisiert werden durch

a) =lcos(a) +£(a),  y(a) = Isin(a) +n(a), (25)
/ dB cos(B / dBsin(B)p(8), (26)
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mit Parameter a. £ und n miissen den Beziehungen

fla+m) =E(a), nla+m)=rn(a) (27)

geniigen. (&,7) sind die Koordinaten der Einhiillenden der Wasserlinien, und
|5(a)| ist die Kriimmung der Einhiillenden. Diese hat typischerweise eine unger-
ade Anzahl von Spitzen.

\/

Abbildung 8: Herzformige Zindler Abbildung 9: Zindler Kurve, siehe
Kurve, siehe Auerbach[2] Auerbach[2]

(A

Abbildung 11: Zindler Kurve, siehe Sal-
Abbildung 10: Zindler Kurve, fiinffache galler und Kostelianetz[45], dhnlich bei
Symmetrie Zindler[63]

Die Bedingung (27) impliziert (8 + m) = —p(B). Die Sehnen laufen von
(z(a),y(a)) nach (z(a + 7),y(a + 7)). Zindler betrachtete nicht die Schwer-
punkte der beiden Flachenhalften. Sonst hitte er bemerkt, dass ihr Abstand
nicht vom Winkel o abhéingt und die Strecke zwischen ihnen immer senkrecht auf
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der Sehne steht. Diese Klasse von Kurven wurde auch von Auerbach[2] 1938 und
von Geppert[19] 1940 gefunden. Spezielle Falle wurden von Salkowski[46] 1934
und von Salgaller und Kostelianetz[45] 1939 angegeben. Beispiele von Zindler-
Kurven werden in den Abbildungen 8 bis 11 gezeigt. Sie gehen auf Auerbach[2],
Zindler[63], und Salgaller und Kostelianetz[45] zuriick. Die Einhiillenden der
Wasserlinien werden in rot, die Wasserlinien in blau und cyan gezeigt.

2.4.3 Dichte p # 1/2

Lange Zeit war nicht klar, ob es Losungen fiir p # 1/2 gibt. Gilbert[21] be-
hauptet in seinem sehr lesenswerten Artikel "How things float’” ("Wie Dinge
schwimmen’) in Abschnitt 3 ’Different heart-shaped cross sections work for
other densities (he means densities different from 1/2) and there are other so-
lutions that are not heart-shaped.’ *Verschiedene herzformige Querschnitte gibt
es fiir andere Dichten (er meint Dichten verschieden von 1/2) und es gibt an-
dere Losungen, die nicht herzformig sind.” In der Tat, es gibt Querschnitte, die
nicht herzférmig sind fiir Dichte 1/2 und Dichten verschieden von 1/2. Aber
ich kenne keine herzformige Losung fiir eine Dichte verschieden von 1/2 und ich
bezweifle, dass zu der Zeit, zu der er das Papier schrieb, eine Lésung fiir eine
Dichte verschieden von 1/2 bekannt war. Zumindest gibt er keine Referenz fiir
solch eine Lésung an.

Versuche durch Salkowski[46] 1934, Gericke[20] 1936 und Ruban[43] 1939
Losungen fiir p # 1/2 zu finden, scheiterten. Wie ich spiter erkldren werde,
scheint es, dass Ruban einer Losung nahe war. Mehrere Autoren haben be-
wiesen, dass Sehnen, die ein Dreieck oder Viereck bilden, nur auf Kreise fiihren.

Bracho, Montejano und Oliveros[9, 10, 41] waren wahrscheinlich die ersten,
die Losungen fiir Dichten verschieden von 1/2 fanden. Sie betrachteten ein
Karussell, welches ein dynamisches gleichseitiges Fiinfeck ist, dessen Seitenmit-
telpunkte sich parallel zur Seite bewegen. Die Spur der Ecken beschreiben die
Begrenzung und die Mittelpunkte die Einhiillende der Wasserlinie. Auf diese
Weise fanden sie Losungen, deren Sehnen gleichseitige Fiinfecke bilden. Jedoch
waren diese Losungen nicht hinreichend konvex, da die Wasserlinien in einigen
Positionen den Querschnitt mehrfach schnitten.

Fiir spezielle Dichten p kann man den kreisférmigen Querschnitt in einen
mit p-facher Symmetrieachse und Spiegelsymmetrie deformieren

r(8) = ro(1 + 2ecos(pd) +2 3 en cos(pnd)), (28)
n=2

wobei die Koeffizienten c,, Funktionen von € und p mit ¢, = O(e") sind. Die
entsprechenden p — 2 Dichten héngen von € ab. Uberraschenderweise ergab
die Stérungsentwicklung in € (bis zur berechneten Ordnung €”) ein und dieselbe
Lésung fiir alle p— 2 Dichten, obwohl dies nur fiir Paare von Dichten p und 1 —p
zu erwarten war. Der gegenwirtige Autor berichtete dieses Ergebnis in [58]. Es
war unerwartet. Wahrscheinlich galt es in allen Ordnungen in € und verdiente
daher weitere Untersuchung. (In Gleichung (83) von [58]v3 ist ¢5, durch ss, zu
ersetzen.)
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In einem ersten Schritt wurde der Grenzfall p — oo mit ro o< p und € oc 1/p
betrachtet. Dies entspricht dem im Unterabschnitt 2.1 erwdhnten Ubergang
vom zirkularen Fall zum linearen Fall. In diesem Grenzfall tragen nur die Terme
>k CnkD" TR 2E cos(pn) in der Entwicklung (28) (mit ungeradem n) bei.

Eigenschaft der konstanten Entfernung Diese Kurven haben eine be-
merkenswerte Eigenschaft, die ich die Eigenschaft der konstanten Entfernung
nenne:

Betrachte zwei Kopien der Kurven. Wihle einen beliebigen Punkt auf jeder
Kurve. Dann existiert im linearen Fall immer eine Linge du, um den die Kurven
gegeneinander verschoben werden konnen, und im zirkularen Fall ein Winkel
d0¢, um den die zwei Kurven gegeneinander gedreht werden kdnnen, so dass
der Abstand 2] zwischen den beiden Punkten konstant bleibt, wenn sie auf den
beiden Kurven um die gleiche Bogenlange s weiterbewegt werden.

Betrachtet man dieses Verfahren umgekehrt, so kann man die Kurven im
linearen Fall kontinuierlich gegeneinander verschieben und beobachten wie die
Entfernung 2! mit ju anwéchst, oder wir kénnen die Kurven im zirkularen Fall
gegeneinander drehen und beobachten, wie 2] mit d¢ variiert. Wenn d¢ um
27 [p erhoht ist, dann fallen beide Kurven aufeinander, und eine Losung fiir den
schwimmenden Korper ist gefunden, vorausgesetzt die Kurve ist hinreichend
konvex, so dass die Sehne zwischen den beiden Punkten die Kurve nicht an
einem anderen Punkt schneidet.

Abbildung 12: Eigenschaft der konstanten Entfernung
Die erste Figur der Abb. 5 und die Figur aus Abb. 6 werden in zwei Kopien
um einen Winkel 45°, 60° und 30° gegeneinander verdreht gezeigt.

In der Abb. 12 werden drei Beispiele fiir die Eigenschaft der konstanten
Entfernung gezeigt. Zwei Kopien der ersten Figur aus Abb. 5 werden in schwarz
und blau gezeigt. Die Linien konstanter Entfernung 2/ sind in cyan und griin
gezeichnet, wobei die Farbe in der Mitte wechselt, wo sie die rote Einhiillende
beriihren. Ahnlich werden die Linien fiir Kopien des Kleeblatts, Abb. 6 gezeigt,
die um §¢ = 60° bzw. d¢ = 30° gedreht sind. Die Liinge 2! fiir das Kleeblatt
betrigt 21 = a|sin(364/2)['/3.

Der Abstand 2! schrumpft fiir den eingedellten Ring (erste Figur der Abb.
12) nach Rotation um 27/p = 180° auf null. Daher kann sie nicht als schwim-
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Abbildung 13: Schwimmende Koérper im Gleichgewicht, p = 3 und p =4

mender Korper im Gleichgewicht dienen. Die eingedellten Ringe in Abb. 13 der
Symmetrie D3 und D4 und jene in Abb. 14 der Symmetrie Dy sind Begrenzun-
gen schwimmender Korper im Gleichgewicht. Rotation um 27/p ergibt einen
nicht verschwindenden Abstand 2I. Die Wasserlinien werden in griin und cyan
gezeigt, die Einhiillende der Wasserlinien in rot. Die Figuren mit ungeradem p
sind auch Lésungen fiir p = 1/2, daher spezielle Zindler Kurven. Die Figuren
mit p = 5 sind aufler Losungen fiir p = 1/2 auch Losungen fiir eine Dichte
p > 1/2 und fiir eine Dichte p < 1/2.

Abbildung 14: Schwimmende Koérper im Gleichgewicht, p =5

Wir wenden uns dem linearen Fall mit Beispielen in Abb. 15 zu. In der
ersten bis dritten Reihe sind Figuren der zweiten bis vierten Reihe der Abb.
1 dargestellt. Sie sind um eine Entfernung du verschoben und in einem Fall
ist eine Kurve gespiegelt. Die gespiegelte Kurve ist Losung der Gleichung (1)
mit denselben Konstanten a und b. In der vierten und fiinften Reihe werden
zwei Beispiele gezeigt, in dem die Figuren so weit verschoben wurden, dass sie
wieder deckungsgleich sind, zusammen mit den Linien der Lange 2] und den
Einhiillenden.

Die Herleitung der Differentialgleichungen (1, 2) fiir die Kurven finden sich
in [57] auf der Grundlage von [58, 59]. Zunichst wurde der lineare Fall be-
handelt, wobei zuerst grofle Entfernungen, dann infinitesimale und schliellich
beliebige Entfernungen betrachtet wurden. (Abschnitt 2 von [59]). Dies ergab
GL (1) (GL (17) in [59] und Gl. (27) in [57]). Gleichung (2) fiir den zirkularen
Fall wurde in Abschnitt 3 von [59] und in Abschnitt 3.2 von [57] hergerleitet.
Bei der Herleitung dieser Gleichung nahm der Autor an, dass auch fiir nicht
ganzzahlige Periodizitdt p solche Sehnen (von infinitesimaler Lange) zwischen
Kurven existieren, die um fast 27 gegeneinander rotiert sind. Diese Annahme
ergibt eine Differentialgleichung dritter Ordnung, (43) in [59] und (33) in [57].
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Abbildung 15: Eigenschaft der konstanten Entfernung fiir den linearen Fall

Sie kann leicht zur Gl. (2) (Gl. (47) in [59] und Gl. (37) in [57]) aufintegriert
werden. Die explizite Losung dieser Gleichungen zeigt, dass die Eigenschaft des
konstanten Abstands zutrifft.[60, 61]

Das Problem ist urspriinglich ein nicht lokales, da es Endpunkte der Sehnen
im allgemeinen verbindet ohne die Notwendigkeit, dass sich diese zu einem Poly-
gon schlieen. Die Gleichungen (1, 2) reduzieren es jedoch auf ein lokales Prob-
lem: Die Gleichungen verkniipfen nur Ort und Richtung der Kurve am selben
Punkt.

Es war fiir mich eine groBe Uberraschung, als Bor, Levine, Perline und
Tabachnikov[7] fanden, dass das Problem der Elastica unter Druck und das
Problem der schwimmenden Ko&rper im Gleichgewicht in zwei Dimensionen
durch dieselbe Differentialgleichung (2) beschrieben wird und der lineare Fall
den Elastica (ohne Druck) entspricht.

Ladungen in magnetischen Feldern Die Kriimmung der Begrenzungskur-
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ven ist im Radius r quadratisch, k = 4ar? + 2b gemif Gl. (4). Daher be-
wegen sich Ladungen in einem senkrechten magnetischen Feld mit solch einer
r-Abhéngigkeit entlang dieser Kurven.

/7
‘

Abbildung 16: Magnetisches Billiard bei senkrechtem Einfall
Die rote Begrenzung ist durch die Einhiillende der Sehnen gegeben.

N \ -
/

~

Abbildung 17: Magnetisches Billiard bei senkrechtem Einfall
Die rote Begrenzung ist durch die Einhiillende der Sehnen gegeben.

Ein anderes System ist ein dynamisches Billiard. Dort bewegt sich ein
Teilchen abwechselnd frei und wird an der Begrenzung elastisch reflektiert (Ein-
fallswinkel gleich Reflexionswinkel). Kreise sind Begrenzungen mit der Eigen-
schaft, dass das Teilchen diese mit dem gleichen Winkel § verldsst und wieder
darauf auftrifft. Gutkin[25] fand Billiard-Begrenzungen mit dieser Eigenschaft,
die sich von Kreisen unterschieden.

In einem magnetischen Billiard ist das Teilchen geladen und einem konstan-
ten senkrechten Magnetfeld unterworfen. Es bewgt sich daher nicht auf einer
Geraden, sondern auf einem Larmor-Kreis vom Radius R gegeben durch seine
Ladung, Masse, Geschwindigkeit und der Stirke des Feldes. Falls der Winkel §
mit der Billiard-Begrenzung ein rechter ist, dann haben Billiards begrenzt durch
die (roten) Einhiillenden die 6-Gutkin Eigenschaft, falls der Radius gleich der
halben Sehnenlange ist, R = I. (Bialy, Mironov, and Shalom[6]). Diese Larmor-
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Bogen konnen innerhaln (in dunkelblau) oder auflerhalb (in dunkelgriin) der Be-
grenzung liegen, Figur 16. Solche Larmor-Bogen sind auch an den Einhiillenden
der Sehnen der linearen Elastica mdglich, siehe Figur 17.

Abbildung 18: Magnetische Billiards fiir § # 90°
Die dunkelroten parallelen Kurven sind die Begrenzungen der Billiards. Rechte
Figur: Ein Ausschnitt.

Falls das Teilchen die Begrenzung nicht unter rechtem Winkel trifft, dann
wird die Begrenzung durch eine Parallelkurve zur Einhiillenden beschrieben.
Diese Parallelkurven werden in Figur 18 in dunkelrot gezeigt. Die Sehne PP’
beriihrt die rote Einhiillende am Mittlepunkt M. Die Parallelkurven und die
Larmorkreise gehen durch @ und @'. Die Tangenten an diese Kurven bei @
und Q' sind durch rote Linien angezeigt. Der Winkel zwischen den Tangenten
bei @ sei 6, und bei Q' ist §’. Beide Winkel summieren sich zu 180°. Die
Winkel in der Raute PQP'Q’ mit Mittelpunkt M geniigen /Q'PM = /QPM =
[Q'P'M = [/QP'M = 90° — §. Es ist offensichtlich, dass der Radius der
Loarmorbogen [ = Rsin § geniigt, und der Abstand zwischen roter Einhiillender
und der Begrenzung des Billiards R cosd betrégt.

Diese Konstruktion ist auf Winkel § hinreichend nahe an 90° und hinre-
ichend konvexen Einhiillende beschrénkt.[6] Offensichtlich diirfen die Begren-
zungen keine Doppelpunkte haben.

2.5 Das Radspurproblem

Das Radspurproblem ist eng mit dem Problem verkniipft, schwimmende K&rper
im Gleichgewicht zu finden. Es wurde von Finn[17, 18, 50] angesprochen.
Das Problem geht auf eine Kritik an der Diskussion zwischen Sherlock Holmes
und Watson in den Abenteuern der Abteischule (The Adventure of the Pri-
ory School)[13] zuriick, in welche Richtung sich ein Fahrrad bewegte, dessen
Radspuren beobachtet wurden. Der Abstand zwischen dem Vorder- und dem
Hinterrad sei [. Die Endpunkte der Tangente der Linge [ an die Spur des Hin-
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terrades in Bewegungsrichtung des Fahrrades sind die Spuren des Vorderrades.
Wenn daher die Tangentenlinien in beiden Richtungen an der Spur des Vorder-
rades enden, dann ist es offen, in welche Richtung das Rad fuhr. Daher sind
Kurven « des Hinterrades (rot in Abb. 7) und T fiir das Vorderrad (schwarz in
Abb. 7) Losungen fiir solch eine nicht eindeutige Fahrtrichtung des Rades. Das
Radspurproblem besteht im Auffinden solcher Kurven I' und -y, die sich von der
trivialen Losung von Kreisen und Geraden unterscheiden.

Offensichtlich sind die Losungen des zweidimensionalen Problems der schwim-
menden Korper auch Losungen des Radspurproblems, aber auch die linearen
Elastica und die Zindler Kurven 16sen das Problem. Es gibt mehr Losungen fiir
dieses Problem. Finn argumentiert, dass die Vielfalt der Radspurkurven viel
grofler ist: Man zeichne von einem Punkt (No) auf der Spur des Hinterrades
die Tangente zum Vorderrad in beide Richtungen und gebe eine beliebige glatte
Spur des Vorderrades zwischen diesen beiden Punkten (Py) und (Qg) in Abb.
7. Dann kann man die Radspurkurven in beiden Richtungen fortsetzen.[17, 18].

Wir erkldren kurz, warum Zindler Kurven Radspurkurven sind. Der Radler
fahre in eine Richtung so dass das Vorderrad bei (z(a),y(«)) ist, wie in G1. (25)
gegeben und mit dem Hinterrad bei (£(a).n()). Dann ist der Radler, der in
Gegenrichtung fahrt, mit seinem Vorderrad bei

z_(a) = —lcos(a) + &(a), y_(a)= —Isin(a)+ n(a). (29)

Da (z_(a),y—(a)) = (z(a+7),y(a+n)) und die Spuren der Hinterrdder gemif
(27) tbereinstimmen, beniitzen beide Radler dieselben Spuren fiir ihre Rader
und man kann nicht feststellen, in welche Richtung sie fuhren.

Zindler Kurven, aber auch eine Anzahl von Kurven der Elastica und eingedell-
ter Ringe zeigen Einhiillende, d.h. Spuren von Hinterrddern mit Spitzen. Dann
muss das Hinterrad vor und zuriick fahren. Fiir diese Kurven muss sich das
Vorderrad um mehr als einen rechten Winkel drehen. Das Fahren entlang solcher
Spuren erfordert artistische Fertigkeiten und ein geeignetes Fahrrad. Aufler den
Zindler Kurven (Abb. 8 bis 11) trifft dies fiir den ersten, zweiten und vierten
eingedellten Ring in Abb. 13, die innere Hinterspur der Abb. 14 und die elastis-
che Kurve der vierten Reihe der Abb. 15 zu. Jedoch kénnen die Spuren der
dritten Figur in Abb. 13, die Spuren der ersten Figur und die duleren Spuren
der dritten Figur in Abb. 14, und die Spuren der fiinften Reihe der Abb. 15
leicht durchfahren werden. Sie stellen gute Lésungen des Radspurproblems dar.

3 Zusammenfassung

In diesem Papier wurde ein kurzer historischer Uberblick iiber die Kurven
gegeben, die mit den zweidimensionalen Koérpern, die in jeder Orientierung
schwimmen, und dem Radspurproblem zuammenhingen. Bor, Levi, Perline und
Tabachnikov fanden, dass eine ganze Anzahl der Begrenzungskurven bereits als
Elastica und Elastica unter Druck oder Fingedellte Ringe bekannt waren. Auer-
bach hatte gefunden, dass von Zindler beschriebene Kurven Lésungen fiir das
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Problem der Schwimmenden Korper im Gleichgewicht der Dichte 1/2 darstellen.
Eine noch groflere Klasse von Kurven 16st das Radspurproblem.

Die folgenden Abschnitte behandelten einige erginzennde Details: Mehrere
Herleitungen der Gleichungen fiir die Elastica und Elastica unter Druck wurden
gegeben. Die Eigenschaften der Zindler Kurven und einige Arbeiten anderer
Mathematiker {iber das Problem der schwimmenden Korper wurde diskutiert.
Spezielle Falle der Elastica unter Druck fiihren auf algebraische Kurven wie
Greenhill zeigte. Da die meisten der Kurven, die hier betrachtet wurden, Rad-
spurkurven sind, fligten wir einige Bemerkungen iiber sie hinzu.

Danksagung Ich bin Sergei Tabachnikov fiir niitzliche Hinweise und Diskus-
sionen dankbar. J.A. Hanna und M. Bialy danke ich fiir niitzliche Informationen.
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